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Abstrak 
 Sistem Bonus Malus merupakan salah satu sistem 
penentuan premi dengan mempertimbangkan pengalaman 
mengemudi dari masing-masing pemegang polis dengan 
memberikan penalti kenaikan premi di tahun berikutnya jika 
terjadi klaim dan menurunkan premi di tahun selanjutnya jika 
tidak terjadi klaim. Pada sistem ini, teori Rantai Markov 
digunakan untuk menentukan perpindahan level premi di tiap 
periode akibat sejarah frekuensi klaim dari tertanggung tepat satu 
periode dibelakangnya. Hasil dari Tugas Akhir ini, diperoleh 
efisiensi dari sistem Bonus Malus  Hongkong dan Taiwan. Selain 
itu penerapan sistem Bonus Malus yang ada di Indonesia dengan 
persentase premi yang relatif rendah dibandingkan sistem yang 
ada di Hongkong dan Taiwan, menghasilkan efisiensi bernilai 
negatif pada rata-rata frekuensi klaim yang tinggi. Dengan 
demikian, penentuan batas level terendah  persentase premi dalam 
sistem Bonus Malus sangatlah penting agar menghasilkan suatu 
nilai efisiensi yang seimbang. Nilai efisiensi yang seimbang 
menunjukkan tidak adanya pihak yang dirugikan dalam 
penerapan sistem Bonus Malus. 
 
 
Kata kunci: Efisiensi, Frekuensi Klaim, Premi, Rantai Markov, 
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Abstract 
 Bonus Malus system is one of the premium 
determination system taking into account the experience of 
driving of each policyholder to penalize the increase in 
premiums in the next year in case of claims and lower 
premiums in the next year if there is no claim. In this system, 
the theory of Markov chain is used to determine the 
displacement of the premium level  in each period due to the 
frequency of  claims history of the insured exactly one 
period earlier. Results of this paper, we obtained the 
efficiency of systems Bonus Malus Hongkong and Taiwan. 
Furthermore Bonus Malus system implementation in 
Indonesia with a relatively low percentage of premiums 
compared to existing systems in Hongkong and Taiwan, 
generating efficiency is negative at an average frequency of 
claims is high. Thus, the determination of the percentage of 
premiums limits the lowest level in Bonus Malus system is 
essential in order to produce a value equal efficiency. A 
balanced efficiency values indicate that both the insurer and 
the insured did not suffer losses. 
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𝑙𝑖 : Level  premi ke-𝑖 
𝑟𝑙𝑖 : Biaya premi yang dibayarkan pada level ke-𝑖 
𝑃𝑘 : Fungsi probabilitas distribusi Poisson 
𝜗 : Rata-rata frekuensi klaim dalam satu periode 
𝑘 : Banyak klaim dalam satu periode 
𝑇(k) : Matriks transformasi  
𝑃𝑙𝑖𝑙𝑗 : Probabilitas transisi dari 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 ke-𝑖 ke level 
ke-𝑗 
𝑡𝑙𝑖𝑙𝑗(𝑘) : Transformasi dari 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 ke-𝑖 ke level ke-𝑗 
𝑃(𝜗) : Matriks probabilitas Rantai Markov 
?̅?(𝜗) : Rata-rata premi stasioner 
𝜋𝑗 : Distribusi probabilitas stasioner 












































Pada bab ini dijelaskan hal-hal yang melatarbelakangi 
permasalahan yang dibahas dalam Tugas Akhir ini. Kemudian 
akan disusun ke dalam suatu rumusan masalah yang akan 
dijabarkan batasan masalahnya untuk mendapatkan tujuan dan 
manfaat yang diperoleh. Adapun sistematika penulisan 
diuraikan pada akhir bab ini. 
 
1.1 Latar Belakang Masalah  
 Akhir-akhir ini perkembangan dunia asuransi 
mengalami peningkatan yang begitu pesat. Banyak sekali 
perusahaan asuransi yang menawarkan pelayanan mulai dari 
asuransi jiwa, asuransi kesehatan, asuransi pendidikan sampai 
asuransi untuk kecelakaan mobil. Tingkat kecelakaan mobil 
yang sering terjadi saat ini membuat masyarakat lebih berhati-
hati dan waspada terhadap resiko yang akan terjadi dengan 
mengikuti asuransi yang ditawarkan oleh perusahaan-
perusahaan asuransi kecelakaan. Berbagai sistem ditawarkan 
untuk menarik minat banyak orang supaya menjadi pemegang 
polis pada perusahaan asuransi tersebut. Salah satu sistem 
yang ditawarkan oleh perusahaan asuransi mobil adalah sistem 
Bonus Malus. 
 Sistem Bonus Malus merupakan sistem penilaian jasa 
yang digunakan di sebagian besar Eropa, Asia, Amerika Latin 
dan Afrika [1]. Sistem Bonus Malus merupakan salah satu 
sistem penentuan premi dengan mempertimbangkan 
pengalaman mengemudi dari masing-masing pemegang polis 
dengan memberikan penalti kenaikan premi di tahun 
berikutnya jika terjadi klaim dan menurunkan premi di tahun 
selanjutnya jika tidak terjadi klaim [1]. Aturan yang digunakan 
dalam sistem Bonus Malus untuk penentuan premi akibat 
besarnya klaim adalah berbeda-beda di tiap negara. Hal ini 
tergantung pada tingkat ekonomi masing-masing negara. 
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Namun semua sistem ini memiliki tujuan yang sama yaitu 
memberi jaminan dengan tarif yang adil dengan menyesuaikan 
premi dari setiap pemegang polis individu dengan sebaik 
mungkin terhadap resiko yang benar-benar mewakili. Negara-
negara yang  menggunakan sistem Bonus Malus adalah 
Jepang, Hongkong, Malaysia-Singapura, Taiwan, Thailand, 
Belgia, Brazil, Perancis, Jerman, Finlandia, Italia, Luxemburg, 
Belanda, Norwegia, Portugal, Spanyol, Swedia, Swiss, Inggris 
[2]. 
 Sistem Bonus Malus yang digunakan oleh perusahaan 
asuransi mobil ini tentu akan memberikan dampak bagi 
pemegang polis maupun perusahaan asuransi mobil itu sendiri. 
Dampak itu bisa berupa suatu keuntungan atau bisa jadi 
merupakan suatu kerugian yang harus ditanggung dari sisi 
pemegang polis maupun dari perusahaan asuransi itu sendiri. 
Untuk mengukur seberapa baik sistem Bonus Malus ini 
memenuhi persyaratan bahwa akan memberi jaminan yang 
seadil-adilnya, maka akan diteliti tentang efisiensi dari sistem 
Bonus Malus berdasarkan rata-rata premi stasioner dan rata-
rata frekuensi klaim pada perusahaan asuransi mobil di negara 
Hongkong, Taiwan dan Indonesia. Sehingga dengan adanya 
efisiensi, dapat diketahui suatu sistem Bonus Malus yang ideal 
dari sudut pandang pemegang polis dan dari perusahaan 
asuransi mobil yang menjalankan sistem tersebut. 
 
1.2 Rumusan Masalah 
Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan,  
permasalahan yang dibahas adalah bagaimana efisiensi dari 
suatu sistem Bonus Malus pada perusahaan asuransi 
mobil di negara Hongkong, Taiwan dan Indonesia. 
 
1.3 Batasan Masalah 
Batasan  masalah yang digunakan dalam Tugas Akhir 
ini adalah : 
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1. Rata-rata frekuensi klaim yang diajukan oleh pemegang 
polis berdistribusi Poisson dengan parameter 𝜗. 
2. Diasumsikan 𝜗 konstan sepanjang waktu. 
1.4 Tujuan 
Tujuan dari Tugas Akhir ini adalah menghitung dan 
menentukan efisiensi suatu sistem Bonus Malus pada 




Manfaat dari Tugas Akhir ini antara lain : 
1. Sebagai bahan pengetahuan tambahan bagi pembaca dan 
penulis mengenai sistem Bonus Malus yang digunakan 
pada perusahaan asuransi mobil di negara Hongkong, 
Taiwan dan Indonesia. 
2. Dapat mengetahui efisiensi dari sistem Bonus Malus pada 
perusahaan asuransi mobil di negara Hongkong, Taiwan 
dan Indonesia. 
3. Dapat mengetahui sistem Bonus Malus yang ideal dari 
sudut pandang pemegang polis maupun dari sudut 
pandang perusahaan asuransi. 
 
1.6 Sistematika Penulisan 
Tugas Akhir ini secara keseluruhan terdiri dari lima bab 
dan lampiran. Secara garis besar masing-masing bab akan 
membahas hal-hal berikut: 
BAB I PENDAHULUAN 
Bab ini berisi tentang gambaran umum yang meliputi 
latar belakang, rumusan masalah, batasan masalah, 
tujuan, manfaat, dan sistematika penulisan. 
BAB II TINJAUAN PUSTAKA 
Pada bab ini diuraikan mengenai asuransi khususnya 
asuransi mobil, sistem Bonus Malus, dan penentuan 
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efisiensi sistem Bonus Malus. Selain itu, bab ini juga 
berisikan materi-materi pendukung antara lain proses 
stokastik dengan metode Rantai Markov Waktu Diskrit, 
distribusi Poisson, penentuan nilai eigen dan vektor 
eigen, dan lain-lain. 
BAB III METODE PENELITIAN 
Dalam bab ini dijelaskan tahapan-tahapan yang akan  
dilakukan. Tahapan-tahapan tersebut antara lain studi 
literatur, penentuan perpindahan level tarif kelompok 
premi sistem Bonus Malus, penentuan premi stasioner. 
Kemudian dilanjutkan dengan penentuan efisisensi 
sistem Bonus Malus. Selanjutnya dilakukan analisis 
mengenai efisiensi sistem Bonus Malus di negara 
Hongkong, Taiwan dan Indonesia. Tahap terakhir 
adalah melakukan penarikan kesimpulan berdasarkan 
hasil analisis dan pembahasan yang telah dilakukan. 
BAB IV ANALISIS DAN PEMBAHASAN 
Pada bab ini dibahas secara detail mengenai penentuan 
perpindahan level tarif kelompok premi sistem Bonus 
Malus, penentuan premi stasioner, penentuan efisiensi 
sistem Bonus Malus serta penjelasan mengenai hasil 
analisa yang diperoleh. 
BAB V PENUTUP 
Bab ini berisi kesimpulan akhir serta saran untuk 







Pada bab ini diuraikan mengenai asuransi khususnya 
asuransi mobil, sistem Bonus Malus, dan penentuan efisiensi 
sistem Bonus Malus. Selain itu, bab ini juga berisikan materi-
materi yang mendukung, antara lain proses stokastik dengan 
metode Rantai Markov Waktu Diskrit, distribusi Poisson, 
penentuan nilai eigen dan vektor eigen, dan lain-lain. 
 
2.1 Penelitian Terdahulu 
Rensy Ermawaty sebelumnya telah meneliti tentang 
efisiensi dari suatu sistem Bonus Malus negara Swiss 
berdasarkan penghitungan sebaran stasioner dan nilai 
maksimal efisiensi asimtotik. Sistem Bonus Malus negara 
Swiss mengalami perubahan aturan perpindahan level. Pada 
sistem Bonus Malus yang baru untuk setiap laporan 
kecelakaan, kenaikan level berubah menjadi empat level yang 
semula hanya tiga level [3]. Kemudian nilai dari efisiensi 
dibandingkan antara sistem Bonus Malus negara Swiss yang 
baru dengan sistem Bonus Malus yang lama, sehingga 
dihasilkan bahwa sistem Bonus Malus negara Swiss yang lama 
lebih efisien dibandingkan sistem Bonus Malus yang baru. 
Penelitian tentang efisiensi sistem Bonus Malus juga 
dilakukan oleh Supandi. Penelitian tersebut membahas 
mengenai pengaruh perubahan besar premi awal terhadap nilai 
efisiensi dari sistem Bonus Malus negara Brasil. Dalam 
menentukan efisiensi dari sistem Bonus Malus dengan 
menggunakan distribusi stasioner dari rantai Markov. 
Distribusi stasioner ini digunakan untuk menentukan premi 
stasioner. Untuk dapat meningkatkan efisiensi dari sistem 
Bonus Malus terdapat dua faktor penting yaitu dengan 
mengubah premi sehingga perbandingan premi tertinggi dan 
paling rendah menjadi lebih besar. Perubahan premi akan 
menghasilkan nilai efisiensi dari sistem Bonus Malus yang 
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lebih bervariasi sehingga akan dapat diketahui kecenderungan 
pihak yang mengasuransikan kendaraan bermotornya berada 
di frekuensi klaim mana akan berhati-hati. Pada umumnya 
untuk sistem Bonus Malus negara Brasil diawal masuk 
asuransi [4].   
 
2.2 Asuransi 
Asuransi secara umum dapat diartikan sebagai persiapan 
yang dibuat oleh sekelompok orang yang masing-masing 
menghadapi kerugian kecil sebagai suatu yang tidak dapat 
diduga. Apabila kerugian itu menimpa salah seorang dari 
mereka yang menjadi anggota perkumpulan itu maka kerugian 
itu akan ditanggung bersama oleh mereka [5]. 
 
2.3 Asuransi Mobil 
Asuransi mobil merupakan asuransi yang melindungi 
konsumen dari resiko kecelakaan. Pada umumnya perusahaan-
perusahaan asuransi mobil di dunia telah mewajibkan [6]:  
1. Third party only (TPO), asuransi jenis ini hanya 
melindungi pemegang polis dari resiko kerusakan akibat 
kecelakaan yang disebabkan oleh pihak ketiga, 
kecelakaan (injury) pada pengemudi pihak ketiga, 
penumpang yang ikut bersama dengan kendaraan si 
pemegang polis. 
2. Third party, fire, and theft (TPFT), asuransi ini 
memberikan manfaat kepada pihak pemegang polis 
terhadap resiko kebakaran, kerusakan akibat sesuatu yang 
berhubungan dengan listrik, ledakan, pencurian, 
percobaan pencurian, dan pencurian lainnya (taking 
without consent). 
3. Comprehensive car insurance, asuransi ini memberikan 








2.4 Sistem Bonus Malus 
Sistem Bonus Malus merupakan sistem penilaian jasa 
yang digunakan di sebagian besar Eropa, Asia, Amerika Latin 
dan Afrika [1]. Sistem Bonus Malus merupakan salah satu 
sistem penentuan premi dengan mempertimbangkan 
pengalaman mengemudi dari masing-masing pemegang polis 
dengan memberikan penalti kenaikan premi di tahun 
berikutnya jika terjadi klaim dan menurunkan premi di tahun 
selanjutnya jika tidak terjadi klaim [1]. 
Sistem ini pertama kali diperkenalkan di  Eropa yang 
kemudian dikembangkan oleh Delaporte, Bichsel dan 
Buhlman [1]. Setiap negara memiliki sistem Bonus Malus 
yang  berbeda. Hal ini tergantung pada tingkat ekonomi 
masing-masing negara. Negara-negara yang sudah 
menggunakan sistem Bonus Malus adalah Jepang, Hongkong, 
Malaysia-Singapura, Taiwan, Thailand, Belgia, Brazil, 
Perancis, Jerman, Finlandia, Italia, Luxemburg, Belanda, 
Norwegia, Portugal, Spanyol, Swedia, Swiss, Inggris [2]. 
Sistem Bonus Malus digunakan ketika [1] : 
1. Para tertanggung dari tarif kelompok  yang diberikan 
dapat dibagi menjadi level yang terbatas, dinotasikan 
dengan 𝑙𝑖 dengan 𝑖 = 1,2, … , 𝑟. 
2. Level awal untuk pemegang polis berada di 𝑙𝑖𝑜  . 
3. Penentuan level pembayaran premi berdasarkan pada 
level di periode sebelumnya dan jumlah klaim yang 
dilaporkan di tiap periode. 
Sistem Bonus Malus ditentukan oleh tiga unsur yaitu [1] : 
1. Biaya premi yang dibayarkan ?̅?𝑙𝑖 = (𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑟). 
2. Level awal untuk pemegang polis dalam asuransi 
dinotasikan dengan 𝑙𝑖𝑜 . 
3. Menggunakan aturan transisi untuk menentukan 






2.5 Distribusi Poisson 
Distribusi Poisson merupakan satu dari model 
terpenting dalam asuransi kecelakaan mobil. Dalam kasus ini, 
distribusi Poisson memberikan performansi yang lebih baik 
untuk portfolio lost count  daripada distribusi Negative 
Binomial dan distribusi Poisson-Invers Gaussian [1]. Rata-rata 
frekuensi klaim yang diajukan dalam asuransi diasumsikan 
berdistribusi Poisson dengan parameter 𝜗. Fungsi probabilitas 
dari distribusi Poisson dengan rata-rata 𝜗 adalah [7]. 
          𝑃𝑘(𝜗) =
𝜗𝑘
𝑘!
exp⁡(−𝜗),⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑘 = 0,1,2,…                    (2.1) 
dengan  
𝜗 : rata-rata frekuensi klaim dalam satu periode 
𝑘  : banyak klaim dalam satu periode 
𝑘! : 𝑘⁡(𝑘 − 1)⁡(𝑘 − 2)⁡. . . 1. 
 
2.6 Proses Stokastik 
Proses stokastik adalah sekumpulan atau himpunan dari 
peubah acak atau variabel random [6]. Suatu proses stokastik 
𝐿𝑡(𝑠) adalah himpunan atau koleksi dari peubah acak. 
{𝐿𝑡(𝑠): 𝑡 ∈ 𝑇, 𝑠 ∈ 𝑆} dengan 𝑇 adalah himpunan indeks 
disebut parameter space dan 𝑆 adalah ruang sample dari 
peubah acak disebut state space. Jadi untuk tiap 𝑡 
tertentu,⁡⁡𝐿𝑡(𝑠) dinyatakan suatu peubah acak yang 
didefinisikan pada S dan untuk tiap 𝑠 tertentu, 𝐿𝑡(𝑠) 
berhubungan dengan fungsi yang didefinisikan pada 𝑇 yang 
disebut lintasan sample atau sample path [8]. 
 
2.6.1 Rantai Markov Waktu Diskrit 
Proses stokastik untuk waktu diskrit, {𝐿𝑛⁡, 𝑛 =
0,1,2,3,… } dimana peubah acak 𝐿𝑛⁡adalah peubah acak diskrit 
yang didefinisikan pada state space yang berhingga terhitung 
atau tak terhingga terhitung. 
Proses stokastik Markov adalah suatu proses stokastik 





hanya bergantung pada keadaan sekarang dan tidak 
bergantung pada keadaan yang lalu, atau dapat dikatakan 
hanya bergantung pada keadaan satu langkah ke belakang [8]. 
Suatu proses stokastik dengan waktu diskrit pada state 
space 𝑆 dikatakan mempunyai “sifat Markov” atau Rantai 
Markov Waktu Diskrit (DTMC) jika 
𝑃𝑟 = (𝐿𝑛+1 = 𝑙𝑛+1⎸𝐿0 = 𝑙0, 𝐿1 = 𝑙1, … , 𝐿𝑛 = 𝑙𝑛) = Pr⁡(𝐿𝑛+1
= 𝑙𝑛+1⁡⎸𝐿𝑛 = 𝑙𝑛) 
atau 
𝑃𝑟(𝐿𝑛+1 = 𝑙𝑗⁡⎸𝐿𝑛 = 𝑙𝑖, 𝐿𝑛−1, … , 𝐿0) 
= 𝑃𝑟(𝐿𝑛+1 = 𝑙𝑗⁡⎸𝐿𝑛 = 𝑙𝑖).⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(2.2)                                 
Suatu DTMC dikatakan homogen/stasioner terhadap 
waktu jika untuk setiap 𝑛 = 0,1,2,… didapat suatu rumusan 
[8] :  
𝑃𝑟(𝐿𝑛+1 = 𝑙𝑗⁡⎸𝐿𝑛 = 𝑙𝑖) = 𝑃𝑟(𝐿1 = 𝑙𝑗⁡⁡⎸𝐿0 = 𝑙𝑖 ⁡).              (2.3) 
 
2.6.2 Aturan Transisi Rantai Markov 
Aturan transisi rantai Markov dapat diperkenalkan 
sebagai transformasi 𝑇(𝑘), sehingga 𝑇𝑘(𝑙𝑖) = 𝑙𝑗 jika polis 
tersebut dipindahkan dari level 𝑙𝑖 ke level 𝑙𝑗⁡saat 𝑘⁡klaim telah 
dilaporkan [5]. Istilah 𝑇(𝑘)⁡dapat ditulis dalam bentuk matriks 
[9] : 






𝑇(𝑘)⁡  : matriks transformasi dari level 𝑖 ke level 𝑗 saat 𝑘 klaim 
terjadi 
t𝑙𝑖𝑙𝑗(k): transformasi dari level 𝑖 ke level 𝑗 saat 𝑘⁡klaim terjadi 
𝑘         : banyak klaim dalam satu periode 
𝑙𝑖     : level ke-⁡𝑖, 𝑖 = 1,2,… , 𝑟 
𝑙𝑗     : level ke-𝑗, 𝑗 = 1,2,… , 𝑟. 
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2.6.3 Probabilitas Transisi Rantai Markov 
Probabilitas transisi rantai Markov 𝑃𝑙𝑖𝑙𝑗(𝜗) merupakan 
probabilitas transisi dari level 𝑙𝑖 ke level 𝑙𝑗 ⁡saat 𝑘⁡klaim telah 
dilaporkan dengan parameter 𝜗 sehingga diperoleh suatu 
rumusan [9] :  
         ⁡𝑃𝑙𝑖𝑙𝑗(𝜗) =
∑ 𝑃𝑘(𝜗)
∞
𝑘=0 𝑡𝑙𝑖𝑙𝑗(𝑘)⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡           (2.5) 
dengan : 
𝑃𝑙𝑖𝑙𝑗(𝜗) : probabilitas transisi dari level 𝑙𝑖 ke level 𝑙𝑗⁡ dengan  
parameter 𝜗 
𝜗    : rata-rata frekuensi klaim 
𝑃𝑘(𝜗)⁡⁡⁡ : probabilitas tertanggung dengan parameter 𝜗 dengan 
𝑘 klaim  
𝑡𝑙𝑖𝑙𝑗(𝑘) : transformasi dari level 𝑙𝑖 ke level 𝑙𝑗 dengan 𝑘 klaim. 
 
Matriks transisi dari rantai Markov {𝐿𝑛, 𝑛 > 0} dengan 
state space 𝑆 = 0,1,2,… dari probabilitas transisi 1-langkah 
⁡𝑃𝑙𝑖𝑙𝑗(𝜗) dinyatakan dengan 𝑃(𝜗) = (⁡𝑃𝑙𝑖𝑙𝑗(𝜗)) atau ditulis  
P(ϑ) = [








𝑃𝑙𝑖0(𝜗) 𝑃𝑙𝑖1(𝜗) 𝑃𝑙𝑖2(𝜗)⁡⋯ 𝑃𝑙𝑖𝑟(𝜗)
].           (2.6) 
 
Misal 𝑃(𝜗) = (𝑃𝑙1𝑙2(𝜗)) matriks probabilitas transisi 
𝑟 × 𝑟 dari DTMC {𝑋𝑛, 𝑛 > 0} dengan state space 𝑆 =
1,2,… , 𝑟, sehingga [8] : 
1. (𝑃𝑙𝑖𝑙𝑗(𝜗)) ⁡≥ 0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡0 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑟  
2. ∑ 𝑃𝑙𝑖𝑙𝑗(𝜗)⁡
𝑟
𝑗=1 = 1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟, 
sehingga diperoleh matriks probabilitas rantai Markov 
[9]: 
𝑃(𝜗) = [𝑃𝑙𝑖𝑙𝑗(𝜗)] = ∑ 𝑃𝑘(𝜗)
∞





 Peluang atau probabilitas transisi 𝑛-langkah 
dinyatakan dengan 𝑃𝑙𝑖𝑙𝑗
(𝑛) adalah peluang bergeraknya/ 
transferring dari state 𝑖 ke state 𝑗 dalam 𝑛 langkah waktu 
𝑃𝑙𝑖𝑙𝑗(𝜗)
(𝑛) = 𝑃𝑟{𝐿𝑛 = 𝑙𝑗⁡⎸𝐿0 = 𝑙𝑖}.                                     (2.8) 
Matriks transisi 𝑛 langkah dinyatakan dengan 
𝑃(𝜗)(𝑛) = (𝑃𝑙𝑖𝑙𝑗(𝜗)
(𝑛)). Jika 𝑛 = 0 dan 𝑛 = 1 maka 
𝑃𝑙𝑖𝑙𝑗(𝜗)
(𝑛) = 𝑃𝑙𝑖𝑙𝑗 dan  
𝑃𝑙𝑖𝑙𝑗(𝜗)
(0) = {
1, 𝑖 = 𝑗
0, 𝑖 ≠ 𝑗.
 
Jika nilai 𝑛 disubtitusikan kedalam rumusan maka 
didapat: 
1. 𝑃(𝜗)(1) = 𝑃(𝜗), ⁡𝑃(𝜗)0 = 𝐼,⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡  𝐼 =
matriks⁡identitas⁡berukuran⁡𝑟𝑥𝑟. 
2. 𝑃(𝜗)(2) = 𝑃(𝜗). 𝑃(𝜗) 
3. 𝑃(𝜗)(𝑛) = 𝑃(𝜗)𝑛 
4. 𝑃(𝜗)(𝑛+𝑚) = 𝑃(𝜗)𝑛. 𝑃𝑚. 
Diperoleh suatu hasil dari 𝑃(𝜗)0 = 1⁡dan 𝑃(𝜗)1 =
𝑃(𝜗), sehingga teorema terbukti benar untuk 𝑛 = 0,1. Oleh 
sebab itu dimisalkan untuk 𝑛 ≥ 2 maka didapatkan [8] : 
⁡𝑃𝑙𝑖𝑙𝑗(𝜗)
𝑛
= 𝑃(𝐿𝑛 = 𝑙𝑗⁡⎸𝐿0 = 𝑙𝑖) 
 ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡= ∑ 𝑃𝑙𝑖,𝑙𝑘
(𝑛−1)𝑟
𝑘=1 𝑃(𝐿𝑛 = 𝑙𝑗 ⁡⎸𝐿𝑛−1 = 𝑙𝑘, ⁡𝐿0 = 𝑙𝑖)  
⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡= ⁡∑ 𝑃𝑙𝑖,𝑙𝑘
(𝑛−1)𝑟
𝑘=1 𝑃(𝐿𝑛 = 𝑙𝑗⁡⎸𝐿𝑛−1 = 𝑙𝑘)      
⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡= ⁡∑ 𝑃𝑙𝑖,𝑙𝑘
(𝑛−1)𝑟
𝑘=1 𝑃(𝐿1 = 𝑙𝑗⁡⎸𝐿0 = 𝑙𝑘)              
⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡= ⁡∑ 𝑃𝑙𝑖,𝑙𝑘
(𝑛−1)𝑟
𝑘=1 𝑃𝑙𝑘,𝑙𝑗 .                                       (2.9) 
Probabilitas transisi 𝑛 langkah memenuhi persamaan yang 
dinamakan dengan persamaan Chapman Kolmogorov [8]: 
⁡𝑃𝑙𝑖,𝑙𝑗(𝜗)
(𝑛+𝑚) = ∑ 𝑃𝑙𝑖,𝑙𝑘
(𝑛)𝑃𝑙𝑘,𝑙𝑗




𝑃(𝐿𝑛+𝑚 = 𝑙𝑗⁡⎸𝐿0 = 𝑙𝑖)












             







(𝑚).                         (2.11) 
 
2.6.4 Limiting Behavior 
Untuk Markov Chain yang regular yaitu irreducible dan 
aperiodik dapat ditunjukkan bahwa untuk 𝑛 → ∞, 𝑃𝑖𝑗 ada dan 
independent terhadap 𝑖. Jadi lim
𝑛→∞
𝑃𝑖𝑗
(𝑛) = 𝜋𝑗 = 𝜋𝑙, dengan 
𝜋𝑗⁡tunggal dan memenuhi persamaan-persamaan berikut [8]: 
1. 𝜋𝑗(𝜗) = ∑ 𝜋𝑙(𝜗)𝑃𝑙𝑗(𝜗),⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑗 ∈ 𝑆
𝑟
𝑖=1  
2. ∑ 𝜋𝑗(𝜗) = 1
𝑟
𝑗=1 ,              𝑗 = 0,1,2, … , 𝑟. 
Vektor 𝜋𝑗(𝜗) = (𝜋1(𝜗), 𝜋2(𝜗), … , 𝜋𝑟(𝜗)) disebut 
distribusi stasioner untuk Makov Chain dengan matriks 
transisi/stokastik 𝑃, bila 




∗(𝜗), … , 𝜋𝑟
∗(𝜗)]  
adalah distribusi stasioner jika dan hanya jika memenuhi [8]: 
1. 𝜋𝑗





∗(𝜗) = 1.𝑟𝑗=1                                                        (2.13) 
Suatu Rantai Markov Waktu Diskrit dikatakan 
irreducible jika setiap state bekomunikasi dengan state yang 
lain [8]. State 𝑖 dan 𝑗 dikatakan berkomunikasi jika state 𝑖 





State yang saling berkomunikasi merupakan salah satu dari 
sifat Rantai Markov. Selain itu terdapat sifat lain dari Rantai 
Markov yaitu periodik. Misal {𝑋𝑛, 𝑛 > 0} adalah irreducible 
dengan state space 𝑆 = {1,2,3,… , 𝑟} dan 𝑑 adalah bilangan 
bulat terkecil sedemikian hingga 𝑃𝑟(𝑋𝑛 = 𝑖⁡⎸𝑋0 = 𝑖) > 0 ⇒ 𝑛 
bilangan bulat dengan kelipatan 𝑑 untuk setiap 𝑖 ∈ 𝑆. Suatu 
Rantai Markov Waktu Diskrit dikatakan periodik dengan 
periode 𝑑 jika 𝑑 > 1 dan aperiodik jika 𝑑 = 1 [8]. 
 
2.7 Nilai Eigen dan Vektor Eigen 
Misalkan 𝐴 adalah suatu matriks bertipe 𝑛 × 𝑛 maka 
skalar 𝜆 disebut nilai eigen matriks 𝐴 jika terdapat vektor tak 
nol 𝑥 di 𝑅𝑛 yang memenuhi berikut: 
                                    𝐴𝑥 = 𝜆𝑥.                             (2.14) 
Jika 𝜆 merupakan nilai eigen matriks 𝐴, maka vektor 𝑥 
di 𝑅𝑛 yang memenuhi adalah 𝐴𝑥 = 𝜆𝑥⁡disebut vektor eigen 
matriks 𝐴 yang berkorespondensi dengan nilai eigen 𝜆. Hal ini 
ekivalen dengan skalar 𝜆 yang merupakan nilai eigen matriks 
𝐴 jika ada vektor tak nol 𝑥 di 𝑅𝑛 yang memenuhi persamaan 
berikut [10] : 
                                  𝐴𝑥 = 𝜆⁡𝐼⁡𝑥                          (2.15) 
atau ada vektor tak nol 𝑥 di 𝑅𝑛 yang memenuhi persamaan, 
                                              𝐴𝑥 − 𝜆𝐼⁡𝑥 = 0.                    (2.16) 
Hal ini ekivalen dengan 𝜆 yang merupakan nilai eigen 
matriks 𝐴 jika ada vektor tak nol 𝑥 di 𝑅𝑛 yang memenuhi 
persamaan berikut: 
                                         (𝐴 − 𝜆𝐼)⁡𝑥 = 0,                        (2.17) 
dengan 𝐼⁡merupakan matriks identitas berukuran 𝑛⁡𝑥⁡𝑛.  
Mengingat det⁡(𝐴 − 𝜆𝐼) merupakan polinomial 
berderajat 𝑛, maka dapat disimpulkan bahwa 𝜆 merupakan 
nilai eigen matriks A jika dan hanya jika 𝜆 merupakan akar 
dari persamaan det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 0. Persamaan ini disebut 





2.8 Efisiensi Loimaranta 
Elastisitas dari suatu sistem Bonus Malus adalah 
mengukur adanya respon pemegang polis dan perusahaan 
asuransi terhadap perubahan frekuensi klaim yang diharapkan 
atau total keseluruhan klaim. Dengan mengharapkan bahwa 
pembayaran premi asuransi oleh pemegang polis untuk skala 
sistem Bonus Malus mengalami peningkatan pada frekuensi 
klaim yang diharapkan atau total keseluruhan klaim. Rata-rata 
dari peningkatan frekuensi klaim atau total keseluruhan klaim 
memiliki keterkaitan dengan konsep dari efisiensi. Efisiensi 
merupakan ketepatan cara dalam menjalankan sesuatu dengan 
tidak membuang waktu, tenaga, dan biaya [11]. Efisiensi 
sangat diperlukan oleh perusahaan asuransi mobil dalam 
menjalankan suatu sistem dengan baik dan benar. 
Dalam asuransi mobil, efisiensi Loimaranta merupakan 
sebuah konsep asimtotik yang tidak bergantung pada level 
pembayaran premi yang sedang dipakai saat ini didalam 
sistem Bonus Malus [9].  
Jika diketahui ?̅?(𝜗) adalah rata-rata relatif premi 
stasioner yang telah dicapai untuk pemegang polis dengan 
frekuensi klaim yang diharapkan secara tahunan, sehingga 





Efisiensi Loimaranta 𝐸𝑓𝑓𝐿𝑜𝑖(𝜗) kemudian didefinisikan 
sebagai elastisitas premi relatif yang disebabkan oleh sistem 






.⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(2.19)   
Perhitungan dari 𝐸𝑓𝑓𝐿𝑜𝑖(𝜗) memerlukan penentuan 
turunan dari ?̅?(𝜗) yang terkait dengan frekuensi klaim tahunan 















Setelah dilakukan penurunan rumus pada Persamaan 
(2.20), diperoleh hasil yang kemudian disubtitusikan pada 






















































Pada bab ini diuraikan langkah-langkah sistematis 
antara lain: studi literatur, penentuan perpindahan level tarif 
kelompok premi sistem Bonus Malus, penentuan premi 
stasioner, penentuan efisisensi sistem Bonus Malus, analisis 
mengenai efisiensi sistem Bonus Malus di negara Hongkong, 
Taiwan, Indonesia dan penarikan kesimpulan. 
 
1. Studi Literatur 
Tahap ini meliputi identifikasi permasalahan dan 
mempelajari lebih dalam mengenai asuransi mobil, sistem 
Bonus Malus, proses stokastik menggunakan Rantai Markov 
Waktu Diskrit, distribusi Poisson, nilai eigen dan vektor eigen. 
 
2 Penentuan Perpindahan Level Tarif Kelompok Premi 
Sistem Bonus Malus 
Pada tahap ini dilakukan penentuan perpindahan level 
tarif kelompok premi sistem Bonus Malus dengan 
menggunakan proses stokastik yaitu Rantai Markov Waktu 
Diskrit. 
 
3 Penentuan Premi Stasioner Pada Sistem Bonus Malus 
Dalam tahap ini dilakukan penentuan premi stasioner 
dengan membuktikan adanya nilai eigen bernilai satu pada 
matriks probabilitas transisi rantai Markov sehingga terbukti 
vektor eigen berdistribusi probabilitas stasioner. 
 
4. Penentuan Efisiensi Sistem Bonus Malus 
Pada tahap ini dilakukan penentuan efisiensi sistem 
Bonus Malus di negara Hongkong, Taiwan dan Indonesia. 
Penentuan efisiensi berdasarkan rata-rata premi stasioner dan 
frekuensi klaim yang diharapkan. 
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5.  Analisis Mengenai Efisiensi Sistem Bonus Malus Pada 
Perusahaan Asuransi Mobil Di Negara Hongkong, 
Taiwan, dan Indonesia. 
Pada tahap ini dilakukan  analisis mengenai efisiensi 
sistem Bonus Malus di negara Hongkong, Taiwan dan 
Indonesia sehingga akan diketahui sistem Bonus Malus yang 
ideal dari sudut pandang pemegang polis dan dari perusahaan 
asuransi mobil. 
 
6.  Penarikan Kesimpulan 
Pada tahap ini dilakukan penarikan kesimpulan dari 






ANALISIS DAN PEMBAHASAN 
Pada bab ini dibahas mengenai penentuan perpindahan 
level tarif kelompok premi sistem Bonus Malus, penentuan 
premi stasioner, penentuan efisiensi sistem Bonus Malus, dan 
analisis mengenai efisiensi sistem Bonus Malus di negara 
Hongkong, Taiwan, dan Indonesia. Pembahasan dimulai 
dengan menentukan perpindahan level tarif kelompok premi 
sistem Bonus Malus dengan menggunakan proses stokastik 
dengan metode Rantai Markov Waktu Diskrit. Kemudian 
dilanjutkan dengan pembuktian nilai eigen dan vektor eigen 
untuk penentuan premi stasioner. Setelah itu akan diperoleh 
efisiensi sistem Bonus Malus. Diakhir pembahasan akan 
diberikan analisis mengenai efisiensi sistem Bonus Malus di 
negara Hongkong, Taiwan, dan Indonesia. 
 
4.1 Sistem Bonus Malus Di Negara Hongkong dan Taiwan 
Negara Hongkong dan Taiwan memiliki aturan sistem 
Bonus Malus yang berbeda dikarenakan memiliki tingkat 
ekonomi yang berbeda. Penarikan pembayaran tarif didalam 
asuransi, dalam hal ini adalah asuransi mobil bahwa setiap 
pemegang polis akan dikenakan premi yang sesuai dengan 
resiko sehingga harga premi benar-benar mewakili. Resiko ini 
ditentukan dari sejumlah besar faktor resiko. Beberapa 
diantaranya seperti jenis dan tipe mobil yang digunakan dapat 
dipertimbangkan terlebih dahulu untuk tarif premi dan 
memungkinkan untuk memisahkannya sesuai dengan 
kelompok yang berbeda-beda sesuai dengan kelompok resiko 
yang memiliki struktur resiko yang lebih homogen. Faktor-
faktor lain yang tidak dapat diperhitungkan dari suatu prior 
atau pengalaman terdahulu dikarenakan terlalu sulit untuk 
diamati atau untuk kepentingan sosial dan alasan psikologis 
atau hanya karena tidak tahu semua faktor yang 
mempengaruhi adanya resiko. Karena masih ada faktor rawan 





seiring dengan perjalanan waktu akan tercermin oleh adanya 
pengalaman klaim individu dari resiko. Oleh karena itu salah 
satu yang dapat membawa perhitungan posteriori atau 
perhitungan berikutnya dengan faktor resiko diabaikan melalui 
metode pengalaman peringkat individu yaitu dengan sistem 
Bonus Malus. 
 
4.1.1 Sistem Bonus Malus Hongkong 
Sistem Bonus Malus Hongkong memiliki 6 level premi 
dan premi yang harus dibayarkan oleh setiap pemegang polis 
tergantung pada level, dimana mereka berada. Setiap tahunnya 
akan ada perubahan level setiap pemegang polis yang 
ditentukan oleh level sebelumnya dan banyaknya kecelakaan 
yang terjadi dalam jangka waktu tersebut. Pada Tabel (4.1) 
menunjukkan neraca premi dari persentase premi yang 
dibayarkan dengan premi dasar pada level 6 [2]. 
 
Tabel 4.1 Neraca Premi (%) Sistem Bonus Malus Hongkong 
Level ( 𝑙𝑖 ) Premi (𝑟𝑙𝑖) 
Level premi setelah 
banyak klaim 
0 1 ≥2 
6 100 5 6 6 
5 80 4 6 6 
4 70 3 6 6 
3 60 2 6 6 
2 50 1 4 6 
1 40 1 3 6 
 
Data Tabel (4.1) menunjukkan bahwa : 
1. Terdapat 6 level premi pada sistem Bonus Malus 
Hongkong mulai dari level 1,2, … ,6. Bisa dikatakan 
bahwa level 1 adalah  level superbonus dan level 6 adalah 




2. Level pembayaran premi dengan 𝑟𝑙𝑖 = (𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟6) 
dengan asumsi bahwa 𝑟1 ≤ 𝑟2 ≤ ⋯ ≤ 𝑟6.  
3. Setiap pemegang polis yang baru masuk pada sistem akan 
ditempatkan pada level 6 dengan pembayaran premi dasar 
(100%) untuk tahun pertama atau periode pertama.  
4. Pada sistem Bonus Malus ini, apabila ditahun sebelumnya 
seorang pemegang polis tidak mengajukan klaim, maka 
akan terjadi penurunan level sebanyak satu untuk periode 
selanjutnya.  
5. Apabila seorang pemegang polis melakukan kecelakaan 
dan mengajukan klaim di periode saat ini maka akan ada 
kenaikan level premi di periode selanjutnya. 
 
4.1.2 Sistem Bonus Malus Taiwan 
Sistem Bonus Malus Taiwan memiliki 9 level premi dan 
premi yang harus dibayarkan oleh setiap pemegang polis 
tergantung pada level mereka berada. Tiap tahun perubahan 
level setiap pemegang polis hanya ditentukan oleh level 
sebelumnya dan banyaknya kecelakaan yang terjadi dalam 
jangka waktu tersebut. Pada Tabel (4.2) menunjukkan neraca 
premi dari persentase premi yang dibayarkan dengan premi 
dasar pada level 4 [2].  
Data Tabel (4.2) menunjukkan bahwa : 
1. Terdapat 9 level premi pada sistem Bonus Malus Taiwan 
mulai dari level 1,2,… ,9. Bisa dikatakan bahwa level 1 
adalah level superbonus dan level 9 adalah level 
supermalus. 
2. Level pembayaran premi 𝑟𝑙 = (𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟9) dengan 
asumsi bahwa 𝑟1 ≤ 𝑟2 ≤ ⋯ ≤ 𝑟9.  
3. Setiap pemegang polis yang baru masuk pada sistem akan 
ditempatkan pada level 9 dengan pembayaran premi dasar 
(100%) untuk tahun pertama atau periode pertama.  
4. Pada sistem Bonus Malus ini, apabila ditahun sebelumnya 





akan terjadi penurunan level sebanyak satu  untuk periode 
selanjutnya.  
5. Apabila seorang pemegang polis melakukan kecelakaan 
dan mengajukan klaim di periode saat ini maka akan ada 
kenaikan level premi di periode selanjutnya. 
Tabel 4.2 Neraca Premi (%) Sistem Bonus Malus Taiwan 
 
4.2 Penentuan Perpindahan Level Tarif Kelompok Premi 
Sistem Bonus Malus 
Penentuan perpindahan level tarif kelompok premi 
sistem Bonus Malus dengan meggunakan aturan transisi 
Rantai Markov pada sistem Bonus Malus Hongkong dan 
sistem Bonus Malus Taiwan yang diberikan kedalam bentuk 
probabilitas 𝑡𝑙𝑖𝑙𝑗(𝑘); 𝑖, 𝑗 ∈ {1,2,… , 𝑟}, 𝑘 ∈ {0,1,2,… } dimana 
𝑡𝑙𝑖𝑙𝑗(𝑘) = 1 jika resiko dari level 𝑖 berpindah ke level 𝑗 ketika 
𝑘 klaim telah terjadi pada periode sebelumnya dan 𝑡𝑙𝑖𝑙𝑗(𝑘) = 0 
jika resiko tersebut berpindah ke level yang berbeda dari 𝑗. 
Dalam aturan transisi yang lengkap dan bebas dari kontradiksi 
harus memiliki suatu aturan untuk setiap (𝑖, 𝑘) ada satu dan 





Level premi setelah banyak klaim 
0 1 2 3 4 ≥5 
9 150 3 5 6 7 8 9 
8 140 3 5 6 7 8 9 
7 130 3 5 6 7 8 9 
6 120 3 5 6 7 8 9 
5 110 3 5 6 7 8 9 
4 100 3 5 6 7 8 9 
3 80 2 5 6 7 8 9 
2 65 1 5 6 7 8 9 




4.2.1 Aturan Transisi Rantai Makov Sistem Bonus Malus 
Hongkong 
Pada Tabel (4.1) telah ditunjukkan neraca premi (%) 
sistem Bonus Malus Hongkong. Dalam sistem  Bonus Malus 
Hongkong tersebut terdapat 6 level dengan premi yang harus 
dibayarkan beserta banyak klaim yang diajukan. Perpindahan 
level yang terjadi pada setiap periode menyebabkan pemegang 
polis harus membayar sejumlah premi yang berbeda-beda 
tergantung pada klaim yang diajukan saat ini. Misal pada 
sistem Bonus Malus Hongkong, seseorang yang baru 
mendaftar asuransi mobil untuk pertama kalinya harus berada 
pada level awal yaitu berada pada level 6. Pada level tersebut 
pemegang polis harus membayar premi penuh yaitu 100% dari 
harga premi. Apabila ditahun pertama pemegang polis 
mendaftar dan sama sekali tidak melakukan klaim maka 
pemegang polis akan mengalami penurunan level premi pada 
periode berikutnya. Pada kasus yang berbeda apabila 
pemegang polis mengajukan klaim pada perode saat ini, maka 
akan ada kenaikan tarif level kelompok premi pada periode 
selanjutnya. Perpindahan level tarif kelompok premi ini telah 
diatur oleh suatu aturan transisi. Aturan transisi pada sistem 
Bonus Malus ini dapat ditampilkan dalam bentuk transformasi 
𝑇(𝑘).  
Pada sistem Bonus Malus Hongkong, aturan transisi 
dalam bentuk matriks transformasi yang sesuai dengan 
Persamaan (2.4) adalah sebagai berikut : 







1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0



















0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1















0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1








4.2.2 Penentuan Perpindahan Level Tarif Kelompok 
Premi Sistem Bonus Malus Taiwan 
Lain halnya dengan sistem Bonus Malus Hongkong, 
sistem Bonus Malus Taiwan memiliki aturan transisi yang 
berbeda. Pada Tabel (4.2) telah ditunjukkan neraca premi (%) 
sistem Bonus Malus Taiwan. Dalam sistem  Bonus Malus 
Taiwan tersebut terdapat 9 level dengan premi yang harus 
dibayarkan beserta banyak klaim yang diajukan. Perpindahan 
level yang terjadi pada setiap periode menyebabkan pemegang 
polis harus membayar sejumlah premi yang berbeda-beda 
tergantung pada klaim yang diajukan saat ini. Pada sistem 
Bonus Malus Taiwan, seseorang yang baru mendaftar asuransi 
mobil untuk pertama kalinya harus berada pada level awal 
yaitu berada pada level 4. Pada level tersebut pemegang polis 
harus membayar premi penuh yaitu 100% dari harga premi. 
Apabila ditahun pertama pemegang polis mendaftar dan sama 
sekali tidak melakukan klaim maka pemegang polis akan 
mengalami penurunan level premi pada periode berikutnya. 
Pada kasus yang berbeda apabila pemegang polis mengajukan 
klaim pada perode saat ini, maka akan ada kenaikan tarif level 
kelompok premi pada periode selanjutnya. Perpindahan level 




Aturan transisi pada sistem Bonus Malus ini dapat ditampilkan 
dalam bentuk transformasi 𝑇(𝑘) pada Persamaan (2.4).  
Pada sistem Bonus Malus Taiwan, aturan transisi dalam 
bentuk matriks transformasi adalah sebagai berikut : 











1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0





















0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0






















0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0






























0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0





















0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0





















0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1











4.3 Penentuan Premi Stasioner Pada Sistem Bonus Malus 
Dalam tahap ini untuk menentukan suatu premi yang 
stasioner dari sistem Bonus Malus diperlukan penentuan 
adanya probabilitas transisi pada sistem Bonus Malus. 
Kemudian akan didapatkan suatu matriks transisi dari 
probabilitas sistem Bonus Malus yang nantinya akan 
dibuktikan terdapat nilai eigen sama dengan satu sehingga 




4.3.1 Probabilitas Transisi Rantai Markov Sistem Bonus 
Malus 
Untuk setiap nomor klaim dari sistem Bonus Malus 
yaitu 𝑁1, 𝑁2, 𝑁3, …𝑁𝑟 adalah independen dan berdistribusi 
𝑃𝑜𝑖(𝜗). 𝑃𝑙1,𝑙2(𝜗) merupakan probabilitas perpindahan dari 
level 𝑙1 ke level 𝑙2 untuk pemegang polis dengan rata-rata 
frekuensi klaim 𝜗 pada setiap tahun, sehingga diperoleh : 
  𝑃𝑙1,𝑙2(𝜗) = ∑ 𝑃𝑟[𝐿𝑛+1(𝜗) = 𝑙2 ⎸𝑁𝑛+1 = 𝑛, 𝑙𝑛(𝜗) =
+∞
𝑘=0
𝑙1]𝑃𝑟[𝑁𝑛+1 = 𝑘 ⎸𝑙𝑛(𝜗) = 𝑙1)           




𝑘=0 exp(−𝜗) 𝑡𝑙1𝑙2(𝑘).                            (4.1) 
Sesuai dengan Persamaan (4.1), diperoleh probabilitas transisi 
melalui aturan transisi perpindahan level tarif kelompok premi 
sistem Bonus Malus Hongkong. Pada sistem Bonus Malus 
Hongkong terdapat 6 level premi dengan probabilitas transisi 
sebagai berikut : 
Untuk 𝑙1 = 1 dan  𝑙2 = 1 maka  





𝑘=0               









exp(−𝜗) 𝑡11(2) + ⋯    
            = 𝑃0(𝜗)𝑡11(0) + 𝑃1(𝜗)𝑡11(1) + 𝑃2(𝜗)𝑡11(2) + ⋯  
            = ∑ 𝑃𝑘(𝜗)𝑡11(𝑘)
∞
𝑘=0 . 
Untuk 𝑙1 = 1 dan  𝑙2 = 2 maka  





𝑘=0               









exp(−𝜗) 𝑡12(2) + ⋯    
                = 𝑃0(𝜗)𝑡12(0) + 𝑃1(𝜗)𝑡12(1) + 𝑃2(𝜗)𝑡12(2) + ⋯  














𝑘=0               









exp(−𝜗) 𝑡16(2) + ⋯    
              = 𝑃0(𝜗)𝑡16(0) + 𝑃1(𝜗)𝑡16(1) + 𝑃2(𝜗)𝑡16(2) + ⋯  
              = ∑ 𝑃𝑘(𝜗)𝑡16(𝑘)
∞
𝑘=0 . 
Untuk 𝑙1 = 2 dan  𝑙2 = 1 maka  





𝑘=0               









exp(−𝜗) 𝑡21(2) + ⋯    
              = 𝑃0(𝜗)𝑡21(0) + 𝑃1(𝜗)𝑡21(1) + 𝑃2(𝜗)𝑡21(2) + ⋯  
              = ∑ 𝑃𝑘(𝜗)𝑡21(𝑘)
∞
𝑘=0 . 
Untuk 𝑙1 = 2 dan  𝑙2 = 2 maka  





𝑘=0               









exp(−𝜗) 𝑡22(2) + ⋯    
              = 𝑃0(𝜗)𝑡22(0) + 𝑃1(𝜗)𝑡22(1) + 𝑃2(𝜗)𝑡22(2) + ⋯  





Untuk 𝑙1 = 2 dan  𝑙2 = 6 maka  





𝑘=0               









exp(−𝜗) 𝑡26(2) + ⋯    
              = 𝑃0(𝜗)𝑡26(0) + 𝑃1(𝜗)𝑡26(1) + 𝑃2(𝜗)𝑡26(2) + ⋯  
              = ∑ 𝑃𝑘(𝜗)𝑡26(𝑘)
∞
𝑘=0 . 
Untuk 𝑙1 = 3 dan  𝑙2 = 1 maka  





𝑘=0               













              = 𝑃0(𝜗)𝑡31(0) + 𝑃1(𝜗)𝑡31(1) + 𝑃2(𝜗)𝑡31(2) + ⋯  
              = ∑ 𝑃𝑘(𝜗)𝑡31(𝑘)
∞
𝑘=0 . 
Untuk 𝑙1 = 3 dan  𝑙2 = 2 maka  





𝑘=0 (𝑘)              









exp(−𝜗) 𝑡32(2) + ⋯    
              = 𝑃0(𝜗)𝑡32(0) + 𝑃1(𝜗)𝑡32(1) + 𝑃2(𝜗)𝑡32(2) + ⋯  




Untuk 𝑙1 = 3 dan  𝑙2 = 6 maka  





𝑘=0               









exp(−𝜗) 𝑡36(2) + ⋯    
              = 𝑃0(𝜗)𝑡36(0) + 𝑃1(𝜗)𝑡36(1) + 𝑃2(𝜗)𝑡36(2) + ⋯  
              = ∑ 𝑃𝑘(𝜗)𝑡36(𝑘)
∞
𝑘=0 . 
Untuk 𝑙1 = 4 dan  𝑙2 = 1 maka  





𝑘=0               









exp(−𝜗) 𝑡41(2) + ⋯    
              = 𝑃0(𝜗)𝑡41(0) + 𝑃1(𝜗)𝑡41(1) + 𝑃2(𝜗)𝑡41(2) + ⋯  
              = ∑ 𝑃𝑘(𝜗)𝑡41(𝑘)
∞
𝑘=0 . 
Untuk 𝑙1 = 4 dan  𝑙2 = 2 maka  





𝑘=0               









exp(−𝜗) 𝑡42(2) + ⋯    
              = 𝑃0(𝜗)𝑡42(0) + 𝑃1(𝜗)𝑡42(1) + 𝑃2(𝜗)𝑡42(2) + ⋯  














𝑘=0               









exp(−𝜗) 𝑡46(2) + ⋯    
              = 𝑃0(𝜗)𝑡46(0) + 𝑃1(𝜗)𝑡46(1) + 𝑃2(𝜗)𝑡46(2) + ⋯  
              = ∑ 𝑃𝑘(𝜗)𝑡46(𝑘)
∞
𝑘=0 . 
Untuk 𝑙1 = 5 dan  𝑙2 = 1 maka  





𝑘=0               









exp(−𝜗) 𝑡51(2) + ⋯    
              = 𝑃0(𝜗)𝑡51(0) + 𝑃1(𝜗)𝑡51(1) + 𝑃2(𝜗)𝑡51(2) + ⋯  
              = ∑ 𝑃𝑘(𝜗)𝑡51(𝑘)
∞
𝑘=0 . 
Untuk 𝑙1 = 5 dan  𝑙2 = 2 maka  





𝑘=0               









exp(−𝜗) 𝑡52(2) + ⋯    
              = 𝑃0(𝜗)𝑡52(0) + 𝑃1(𝜗)𝑡52(1) + 𝑃2(𝜗)𝑡52(2) + ⋯  




Untuk 𝑙1 = 5 dan  𝑙2 = 6 maka  





𝑘=0               









exp(−𝜗) 𝑡56(2) + ⋯    
              = 𝑃0(𝜗)𝑡56(0) + 𝑃1(𝜗)𝑡56(1) + 𝑃2(𝜗)𝑡56(2) + ⋯  
              = ∑ 𝑃𝑘(𝜗)𝑡56(𝑘)
∞
𝑘=0 . 
Untuk 𝑙1 = 6 dan  𝑙2 = 1 maka  





𝑘=0               









exp(−𝜗) 𝑡61(2) + ⋯    




              = ∑ 𝑃𝑘(𝜗)𝑡61(𝑘)
∞
𝑘=0 . 
Untuk 𝑙1 = 6 dan  𝑙2 = 2 maka  





𝑛=0 (𝑘)              









exp(−𝜗) 𝑡62(2) + ⋯    
              = 𝑃0(𝜗)𝑡62(0) + 𝑃1(𝜗)𝑡62(1) + 𝑃2(𝜗)𝑡62(2) + ⋯  




Untuk 𝑙1 = 6 dan  𝑙2 = 6 maka  





𝑘=0               









exp(−𝜗) 𝑡66(2) + ⋯    
              = 𝑃0(𝜗)𝑡66(0) + 𝑃1(𝜗)𝑡66(1) + 𝑃2(𝜗)𝑡66(2) + ⋯  




Dengan cara yang sama telah diperoleh probabilitas 
transisi pada sistem Bonus Malus Taiwan dengan 9 level premi  
yang sesuai pada Persamaan (4.1).  
4.3.2 Matriks Transisi 
Matriks transisi 𝑃(𝜗) merupakan matriks transisi satu 
langkah dengan  
𝑃(𝜗) = (
𝑃00(𝜗) 𝑃01(𝜗) ⋯ 𝑃0𝑟(𝜗)
𝑃10(𝜗) 𝑃11(𝜗) ⋯ 𝑃1𝑟(𝜗)
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑃𝑟0(𝜗) 𝑃𝑟1(𝜗) ⋯ 𝑃𝑟𝑟(𝜗)
). 
 
Matriks 𝑃(𝜗) merupakan matriks stokastik Rantai 
Markov Waktu Diskrit yang dinyatakan pada Persamaan (2.6). 
Seperti yang telah disebutkan bahwa level  yang akan datang 
dari pemegang polis adalah independen dari level masa lalu 
dan hanya bergantung pada level masa sekarang dan juga 
berdasarkan pada nomor klaim yang telah dilaporkan pada 





dibutuhkan probabilitas transisi rantai Markov yang diperoleh 
pada Persamaan (4.1). Dengan menggunakan sistem Bonus 
Malus,  maka akan didapatkan matriks transisi sebagai berikut: 
 
𝑃(𝜗) = (
𝑃11(𝜗) 𝑃12(𝜗) ⋯ 𝑃1𝑟(𝜗)
𝑃21(𝜗) 𝑃22(𝜗) ⋯ 𝑃2𝑟(𝜗)
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑃𝑟1(𝜗) 𝑃𝑟2(𝜗) ⋯ 𝑃𝑟𝑟(𝜗)
) 













































                             
= (
𝑃0(𝜗)𝑡11(0) + 𝑃1(𝜗)𝑡11(1) + ⋯ ⋯ 𝑃0(𝜗)𝑡1𝑟(0) + 𝑃1(𝜗)𝑡1𝑟(1) + ⋯
𝑃0(𝜗)𝑡21(0) + 𝑃1(𝜗)𝑡21(1) + ⋯ ⋯ 𝑃0(𝜗)𝑡2𝑟(0) + 𝑃1(𝜗)𝑡2𝑟(1) + ⋯
⋮ ⋱ ⋮
𝑃0(𝜗)𝑡𝑟1(0) + 𝑃1(𝜗)𝑡𝑟1(1) + ⋯ ⋯ 𝑃0(𝜗)𝑡𝑟𝑟(0) + 𝑃1(𝜗)𝑡𝑟𝑟(1) + ⋯
) 
 
  = 𝑃0(𝜗)(
𝑡11(0) 𝑡12(0) ⋯ 𝑡1𝑟(0)
𝑡21(0) 𝑡22(0) ⋯ 𝑡2𝑟(0)
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑡𝑟1(0) 𝑡𝑟2(0) ⋯ 𝑡𝑟𝑟(0)
)
+ 𝑃1(𝜗)(
𝑡11(1) 𝑡12(1) ⋯ 𝑡1𝑟(1)
𝑡21(1) 𝑡22(1) ⋯ 𝑡2𝑟(1)
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑡𝑟1(1) 𝑡𝑟2(1) ⋯ 𝑡𝑟𝑟(1)
)
+ 𝑃2(𝜗)(
𝑡11(2) 𝑡12(2) ⋯ 𝑡1𝑟(2)
𝑡21(2) 𝑡22(2) ⋯ 𝑡2𝑟(2)
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑡𝑟1(2) 𝑡𝑟2(2) ⋯ 𝑡𝑟𝑟(2)
) + ⋯ 
 







Matriks 𝑃(𝜗) selanjutnya dituliskan sebagai berikut: 
                 𝑃(𝜗) = ∑ 𝑃𝑘(𝜗)
∞
𝑘=0 𝑇(𝑘).                         (4.2) 
Pada sistem Bonus Malus Hongkong dan Taiwan, 
keduanya memiliki matriks probabilitas transisi yang berbeda 
tergantung pada jumlah level sistem Bonus Malus yang 
dimiliki. Sebagai contoh pada sistem Bonus Malus Hongkong, 
sesuai pada Persamaan (4.2) diperoleh matriks probabilitas 
sebagai berikut : 




=𝑃0(𝜗)𝑇(0) + 𝑃1(𝜗)𝑇(1) + 𝑃2(𝜗) + ⋯ 
 
 







1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0













0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1













0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1













𝑃0(𝜗) 0 𝑃1(𝜗) 0 0 𝑃2(𝜗) + ⋯
𝑃0(𝜗) 0 0 𝑃1(𝜗) 0 𝑃2(𝜗) + ⋯
0 𝑃0(𝜗) 0 0 0 𝑃1(𝜗) + 𝑃2(𝜗) + ⋯
0 0 𝑃0(𝜗) 0 0 𝑃1(𝜗) + 𝑃2(𝜗) + ⋯
0 0 0 𝑃0(𝜗) 0 𝑃1(𝜗) + 𝑃2(𝜗) + ⋯






                                                          =






𝑃0(𝜗) 0 𝑃1(𝜗) 0 0 1 − ∑ 𝑃𝑘(𝜗)
1
𝑘=0
𝑃0(𝜗) 0 0 𝑃1(𝜗) 0 1 − ∑ 𝑃𝑘(𝜗)
1
𝑘=0
0 𝑃0(𝜗) 0 0 0 1 − 𝑃0
0 0 𝑃0(𝜗) 0 0 1 − 𝑃0
0 0 0 𝑃0(𝜗) 0 1 − 𝑃0











Dari penghitungan yang telah dilakukan didapat matriks 
probabilitas untuk sistem Bonus Malus Hongkong dengan 
matriks berukuran 6𝑥6. Untuk selanjutnya akan diperoleh 
matriks probabilitas sistem Bonus Malus Taiwan yang 
dihitung dengan cara yang sama pada Persamaan (4.3) 










𝑃0(𝜗) 0 0 0 𝑃1(𝜗) 𝑃2(𝜗) 𝑃3(𝜗) 𝑃4(𝜗) 1 − ∑ 𝑃𝑘
4
𝑘=0
𝑃0(𝜗) 0 0 0 𝑃1(𝜗) 𝑃2(𝜗) 𝑃3(𝜗) 𝑃4(𝜗) 1 − ∑ 𝑃𝑘
4
𝑘=0
0 𝑃0(𝜗) 0 0 𝑃1(𝜗) 𝑃2(𝜗) 𝑃3(𝜗) 𝑃4(𝜗) 1 − ∑ 𝑃𝑘
4
𝑘=0
0 0 𝑃0(𝜗) 0 𝑃1(𝜗) 𝑃2(𝜗) 𝑃3(𝜗) 𝑃4(𝜗) 1 − ∑ 𝑃𝑘
4
𝑘=0
0 0 𝑃0(𝜗) 0 𝑃1(𝜗) 𝑃2(𝜗) 𝑃3(𝜗) 𝑃4(𝜗) 1 − ∑ 𝑃𝑘
4
𝑘=0
0 0 𝑃0(𝜗) 0 𝑃1(𝜗) 𝑃2(𝜗) 𝑃3(𝜗) 𝑃4(𝜗) 1 − ∑ 𝑃𝑘
4
𝑘=0
0 0 𝑃0(𝜗) 0 𝑃1(𝜗) 𝑃2(𝜗) 𝑃3(𝜗) 𝑃4(𝜗) 1 − ∑ 𝑃𝑘
4
𝑘=0
0 0 𝑃0(𝜗) 0 𝑃1(𝜗) 𝑃2(𝜗) 𝑃3(𝜗) 𝑃4(𝜗) 1 − ∑ 𝑃𝑘
4
𝑘=0













4.3.3 Pembuktian Nilai Eigen dan Vektor Eigen 
Berdistribusi Probabilitas Stasioner Pada Sistem 
Bonus Malus 
Untuk dapat menentukan suatu efisiensi dari sistem 
Bonus Malus diperlukan syarat adanya nilai eigen bernilai satu 
pada matriks probabilitas transisi Rantai Markov 𝑃(𝜗) 
sehingga dapat membuktikan bahwa vektor eigen berdistribusi 
probabilitas stasioner. Pada tahap ini akan dilakukan 
pembuktian dengan menggunakan metode aljabar untuk 
mengonsep nilai eigen sama dengan satu yang sesuai dengan 
vektor eigen kiri sebagai berikut 
                     𝜋𝑙(𝜗) = [𝜋1(𝜗), 𝜋2(𝜗),… , 𝜋𝑟(𝜗)]                    (4.5) 
yang telah didefinisikan dengan persamaan 
                                  𝜋𝑗(𝜗) = 𝜋𝑙(𝜗) 𝑃(𝜗)                                 (4.6) 
dan 




Pada sistem Bonus Malus, probabilitas pemegang polis 




distribusi probabilitas stasioner dari level-level sistem Bonus 
Malus dapat dituliskan sebagai berikut 
                          𝜋𝑗(𝜗) = ∑𝜋𝑙(𝜗)𝑃𝑙𝑗(𝜗).
𝑟
𝑙=0
                               (4.8) 
Bukti : 
Misal terdapat matriks probabilitas Rantai Markov berukuran 






𝑃11(𝜗) 𝑃12(𝜗) 𝑃13(𝜗) 𝑃14(𝜗) ⋯ 𝑃1𝑟(𝜗)
𝑃21(𝜗) 𝑃22(𝜗) 𝑃23(𝜗) 𝑃24(𝜗) ⋯ 𝑃2𝑟(𝜗)
𝑃31(𝜗) 𝑃32(𝜗) 𝑃33(𝜗) 𝑃34(𝜗) ⋯ 𝑃3𝑟(𝜗)
𝑃41(𝜗) 𝑃42(𝜗) 𝑃43(𝜗) 𝑃44(𝜗) ⋯ 𝑃4𝑟(𝜗)
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮






Sesuai pada Persamaan (2.17) bahwa 𝜆 merupakan nilai 
eigen matriks 𝑃(𝜗) jika ada vektor tak nol 𝑥 di 𝑅𝑛 yang 
memenuhi (𝐴 − 𝜆𝐼) 𝑥 = 0. Dalam hal ini, matriks 𝐴 adalah 
matriks probabilitas Rantai Markov yaitu 𝑃(𝜗). Pada tahap ini 
dilakukan pengurangan terhadap matriks probabilitas Rantai 








𝑃11(𝜗) − 1 𝑃12(𝜗) 𝑃13(𝜗) 𝑃14(𝜗) ⋯ 𝑃1𝑟(𝜗)
𝑃21(𝜗) 𝑃22(𝜗) − 1 𝑃23(𝜗) 𝑃24(𝜗) ⋯ 𝑃2𝑟(𝜗)
𝑃31(𝜗) 𝑃32(𝜗) 𝑃33(𝜗) − 1 𝑃34(𝜗) ⋯ 𝑃3𝑟(𝜗)
𝑃41(𝜗) 𝑃42(𝜗) 𝑃43(𝜗) 𝑃44(𝜗) − 1 ⋯ 𝑃4𝑟(𝜗)
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮






 Pada tahap selanjutnya dilakukan pemisahan vektor-












































































 Kemudian akan dibuktikan bahwa vektor-vektor kolom 
tersebut bebas linier atau tidak dengan menjumlahkan vektor-
vektor kolom. 
































































































































































































Dua pemisalan yang diuraikan diatas membuktikan 
bahwa vektor-vektor kolom tidak bebas linier dikarenakan 
adanya kombinasi linier dari vektor-vektor yang lain. Dengan 
demikian pernyataan ini ekivalen dengan pernyataan pada 
Subbab 2.7 bahwa det(𝑃(𝜗) − 𝐼𝑟𝑥𝑟) = 0 dan juga ekivalen 
dengan pernyataan 𝜋𝑗(𝑃(𝜗) − 𝐼𝑟𝑥𝑟) = 0 dan (𝑃(𝜗) − 𝐼𝑟𝑥𝑟)𝜋𝑗 =
0 yang memiliki penyelesaian vektor tak nol. Hal ini 
membuktikan bahwa satu adalah nilai eigen dari matriks 
probabilitas transisi Rantai Markov 𝑃(𝜗) sehingga diperoleh 
bukti dari kiri  
𝜋𝑗(𝑃(𝜗) − 𝐼𝑟𝑥𝑟) = 0 ⇔ 𝜋𝑗𝑃(𝜗) − 𝜋𝑗𝐼𝑟𝑥𝑟 = 0 
𝜋𝑗(𝑃(𝜗) − 𝐼𝑟𝑥𝑟) = 0 ⇔ 𝜋𝑗𝑃(𝜗) − 𝜋𝑗 = 0 
𝜋𝑗(𝑃(𝜗) − 𝐼𝑟𝑥𝑟) = 0 ⇔ 𝜋𝑗𝑃(𝜗) = 𝜋𝑗 
dan bukti dari kanan 
(𝑃(𝜗) − 𝐼𝑟𝑥𝑟)𝜋𝑗 = 0 ⇔ 𝑃(𝜗)𝜋𝑗 − 𝐼𝑟𝑥𝑟𝜋𝑗 = 0 
(𝑃(𝜗) − 𝐼𝑟𝑥𝑟)𝜋𝑗 = 0 ⇔ 𝑃(𝜗)𝜋𝑗 − 𝜋𝑗 = 0 
(𝑃(𝜗) − 𝐼𝑟𝑥𝑟)𝜋𝑗 = 0 ⇔ 𝑃(𝜗)𝜋𝑗 = 𝜋𝑗 
Untuk selanjutnya ditinjau dari Persamaan (4.8) bahwa 
distribusi probabilitas dari level-level sistem Bonus Malus 
yang sudah stasioner dengan menjalankan persamaan untuk 
suatu nilai 𝑗, maka akan diperoleh sebagai berikut :  
Untuk 𝑗 = 1 maka  
 𝜋1(𝜗) = ∑ 𝜋𝑙(𝜗)𝑃𝑙1(𝑙∈𝑟 𝜗) 
                 = 𝜋1(𝜗)𝑃11(𝜗) + 𝜋2(𝜗)𝑃21(𝜗) + 𝜋3(𝜗)𝑃31(𝜗) + ⋯
+ 𝜋𝑟(𝜗)𝑃𝑟1(𝜗) 






Untuk 𝑗 = 2 maka  
 𝜋2(𝜗) = ∑ 𝜋𝑙(𝜗)𝑃𝑙2(𝑙∈𝑟 𝜗) 












Untuk 𝑗 = 3 maka  
 𝜋3(𝜗) = ∑ 𝜋𝑙(𝜗)𝑃𝑙3(𝑙∈𝑟 𝜗) 
               = 𝜋1(𝜗)𝑃13(𝜗) + 𝜋2(𝜗)𝑃23(𝜗) + 𝜋3(𝜗)𝑃33(𝜗) + ⋯
+ 𝜋𝑟(𝜗)𝑃𝑟1(𝜗) 







Untuk 𝑗 = 𝑟 maka  
 𝜋𝑟(𝜗) = ∑ 𝜋𝑙(𝜗)𝑃𝑙𝑟(𝑙∈𝑟 𝜗) 
               = 𝜋1(𝜗)𝑃1𝑟(𝜗) + 𝜋2(𝜗)𝑃2𝑟(𝜗) + 𝜋3(𝜗)𝑃3𝑟(𝜗) + ⋯
+ 𝜋𝑟(𝜗)𝑃𝑟1(𝜗) 







Diperoleh suatu rumusan dari Persamaan (4.8) yang 
telah diuraikan sehingga menghasilkan 
[𝜋1(𝜗) 𝜋2(𝜗) ⋯ 𝜋𝑟(𝜗)] sebagai berikut :  
[𝜋1(𝜗) 𝜋2(𝜗) ⋯ 𝜋𝑟(𝜗)]
= [𝜋1(𝜗) 𝜋2(𝜗) ⋯ 𝜋𝑟(𝜗)] [
𝑃11(𝜗) 𝑃12(𝜗) ⋯ 𝑃1𝑟(𝜗)
𝑃21(𝜗) 𝑃22(𝜗) ⋯ 𝑃2𝑟(𝜗)
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑃𝑟1(𝜗) 𝑃𝑟2(𝜗) ⋯ 𝑃𝑟𝑟(𝜗)
] 
                         = [𝜋1(𝜗) 𝜋2(𝜗) ⋯ 𝜋𝑟(𝜗)] 𝑃(𝜗).                (4.9) 
Karena sudah terbukti bahwa terdapat nilai eigen sama 
dengan satu pada matriks probabilitas Rantai Markov 
sedemikian sehingga berlaku untuk Persamaan (4.9) bahwa 
[𝜋1(𝜗) 𝜋2(𝜗) ⋯ 𝜋𝑟(𝜗)] merupakan distribusi 





4.4 Penentuan Efisiensi Sistem Bonus Malus 
Pada tahap ini dilakukan penentuan efisiensi sistem 
Bonus Malus di beberapa negara Asia yaitu Hongkong dan 
Taiwan. Penentuan efisiensi sistem Bonus Malus berdasarkan 
rata-rata premi stasioner dan frekuensi klaim yang diharapkan. 
Sebagai contoh pada sistem Bonus Malus Hongkong dan 
Taiwan, penentuan rata-rata premi stasioner diselesaikan 
dengan Persamaan (2.18). Penentuan rata-rata premi stasioner 
dinyatakan dengan  




          = 𝜋0(𝜗)𝑟0 + 𝜋1(𝜗)𝑟1 + 𝜋2(𝜗)𝑟2 + ⋯
+ 𝜋𝑟(𝜗)𝑟𝑟 ,                                       (4.10) 
sehingga mempermudah untuk pengerjaan penentuan efisiensi 
dari sistem Bonus Malus pada Persamaan (2.19). Dalam hal 
ini, efisiensi yang digunakan adalah efisiensi Loimaranta. 
Efisiensi Loimaranta merupakan sebuah konsep asimtotik 
yang tidak bergantung pada level pembayaran premi yang 
sedang dipakai saat ini didalam sistem Bonus Malus sehingga 





















.                                                         (4.11) 
Perhitungan dari 𝐸𝑓𝑓𝐿𝑜𝑖(𝜗) memerlukan penentuan 
turunan dari ?̅?(𝜗) yang terkait dengan frekuensi klaim 𝜗 
tahunan yang diharapkan, sehingga pada Persamaan (4.10) 













                           =
𝑑(𝜋0(𝜗)𝑟0 + 𝜋1(𝜗)𝑟1 + 𝜋2(𝜗)𝑟2 + ⋯+ 𝜋𝑟(𝜗)𝑟𝑟)
𝑑𝜗
 



















𝑟𝑙 .                                                                      (4.12) 
Hasil penurunan yang diperoleh pada Persamaan (4.12) dapat 
digunakan untuk menentukan efisiensi dari sistem Bonus 
Malus.  
 
4.5 Analisis Mengenai Efisiensi Sistem Bonus Malus Pada 
Perusahaan Asuransi Mobil Di Negara Hongkong, 
Taiwan, dan Indonesia. 
Pada tahap ini dilakukan  analisis mengenai efisiensi 
sistem Bonus Malus di negara Hongkong, Taiwan, dan 
Indonesia, sehingga diketahui sistem Bonus Malus yang ideal 
dari sudut pandang pemegang polis dan dari perusahaan 
asuransi mobil. 
Elastisitas dari sistem Bonus Malus bertujuan untuk 
mengukur respon akibat adanya perubahan frekuensi klaim 
terhadap suatu efisiensi dari sistem Bonus Malus. 
Berdasarkan perhitungan nilai efisiensi dari sistem 
Bonus Malus Hongkong dan Taiwan dengan bantuan Matlab,  
diperoleh suatu grafik yang menunjukkan adanya nilai 
efisiensi yang bergantung pada frekuensi klaim yang diajukan 
oleh pemegang polis. Berikut merupakan grafik persentase 
efisiensi sistem Bonus Malus Hongkong dan Taiwan. Hasil 
perhitungan dari efisiensi sistem Bonus Malus Hongkong dan 
Taiwan telah dilampirkan pada Lampiran 1. 
Dalam menentukan suatu efisiensi dari sistem Bonus 
































distribusi probabilitas stasioner dari level sistem Bonus Malus 
untuk pemegang polis. Dari grafik pada Gambar (4.1) jika 
diambil 𝜗 = 1 diperoleh distribusi probabilitas stasioner dari 
level sistem Bonus Malus Hongkong sebagai berikut : 
𝜋1(𝜗) = 0.007638441107352  
𝜋2(𝜗) = 0.013124994552517  
𝜋3(𝜗) = 0.035677434190732 
𝜋4(𝜗) = 0.089342879939357 
𝜋5(𝜗) = 0.229734132488836 
𝜋6(𝜗) = 0.624482117721206. 
 
Gambar 4.1 Grafik nilai efisiensi sistem Bonus Malus 
Hongkong dan Taiwan 
 
Kemudian pada Gambar (4.1) menunjukkan bahwa 
grafik efisiensi sistem Bonus Malus Hongkong mengalami 
kenaikan yang tajam mulai dari 𝜗 = 0 sampai dengan 𝜗 =
0,33. Untuk 𝜗 > 0,33 efisiensi mengalami penurunan. Selain 
itu, dari grafik menunjukkan bahwa pada saat 𝜗 = 0, efisiensi 
dari sistem Bonus Malus Hongkong bernilai 0. Untuk 𝜗 =





1, efisiensi sistem Bonus Malus Hongkong bernilai 
0,159071330782168. 
Dengan melakukan perhitungan yang sama dengan 
sistem Bonus Malus Hongkong, jika diambil 𝜗 = 1 dari grafik 
pada Gambar (4.1) diperoleh distribusi probabilitas stasioner 
level sistem Bonus Malus Taiwan sebagai berikut : 
𝜋1(𝜗) = 0.049787068367864  
𝜋2(𝜗) = 0.085548214868749 
𝜋3(𝜗) = 0.232544157934830 
𝜋4(𝜗) = 0   
𝜋5(𝜗) = 0.367879441171442 
𝜋6(𝜗) = 0.183939720585721 
𝜋7(𝜗) = 0.061313240195240  
𝜋8(𝜗) = 0.015328310048810 
𝜋9(𝜗) = 0.003659846827344. 
Efisiensi sistem Bonus Malus Taiwan mengalami 
kenaikan mulai dari 𝜗 = 0 sampai dengan 𝜗 = 0,50. Untuk 
𝜗 > 0,50 efisiensi mengalami penurunan sedikit demi sedikit. 
Dari grafik nilai efisensi sistem Bonus Malus Taiwan juga 
diperoleh nilai efisiensi sebesar 0 ketika 𝜗 = 0. Sedangkan 
pada 𝜗 = 0,50, efisiensi bernilai sebesar 0,257166837030946. 
Untuk 𝜗 = 1, didapatkan efisiensi sistem Bonus Malus 
Taiwan sebesar 0,236548944466495. 
 Berdasarkan perhitungan nilai efisiensi dari kedua 
sistem Bonus Malus pada Gambar (4.1), menunjukkan bahwa 
sistem Bonus Malus Hongkong dan Taiwan memiliki nilai 
efisiensi yang berbeda. Jika pada rata-rata frekuensi klaim 
yang sama yaitu pada 𝜗 = 0,33, maka diperoleh efisiensi yaitu 
pada sistem Bonus Malus Hongkong bernilai 0,416725473 dan 
sistem Bonus Malus Taiwan bernilai 0,247100131628629. Hal 
ini menunjukkan bahwa sistem Bonus Malus yang paling 
efisien dari sudut pandang pemegang polis adalah sistem 
Bonus Malus Taiwan dan yang paling efisien dari sudut 





Dalam penentuan efisiensi dari sistem Bonus Malus ini, 
dipengaruhi oleh adanya tingkat kenaikan rata-rata premi 
stasioner terhadap tingkat kenaikan frekuensi klaim yang 
diharapkan. Semakin besar nilai efisiensi dari sistem Bonus 
Malus, berarti semakin besar tingkat kenaikan rata-rata premi 
stasioner yang dibayarkan oleh pemegang polis kepada pihak 
asuransi mobil dan semakin kecil rata-rata klaim yang 
diharapkan. Hal ini tentu menguntungkan bagi pihak 
perusahaan asuransi. Sebaliknya jika nilai efisiensi dari sistem 
Bonus Malus semakin kecil, berarti semakin kecil pula tingkat 
kenaikan rata-rata premi stasioner yang dibayarkan oleh 
pemegang polis kepada pihak perusahaan asuransi mobil dan 
semakin besar tingkat kenaikan frekuensi klaim yang 
diharapkan. Dalam hal ini,  pemegang polis diuntungkan dan 
perusahaan asuransi mobil yang dirugikan. Pihak dari 
pemegang polis dan perusahaan asuransi mobil akan sama-
sama diuntungkan ketika sistem Bonus Malus dari Hongkong 
dan Taiwan mempunyai nilai efisiensi sebesar 100%. Dengan 
kata lain, adanya tingkat kenaikan rata-rata premi stasioner 
yang dibayarkan pemegang polis sama dengan tingkat 
kenaikan frekuensi klaim yang diajukan. Dengan demikian,  
tidak ada lagi pihak yang dirugikan dalam penggunaan sistem 
Bonus Malus yang diterapkan oleh perusahaan asuransi mobil 
di Hongkong dan Taiwan. 
Sistem Bonus Malus yang diterapkan di berbagai negara 
Asia tentu membawa suatu dampak akibat adanya perubahan 
premi di tiap tahun. Dampak itu bisa berupa suatu  keuntungan 
atau  bahkan menjadi suatu kerugian bagi pemegang polis dan 
perusahaan asuransi yang menjalankan sistem tersebut. 
Indonesia merupakan salah satu negara di Asia yang belum 
menerapkan sistem Bonus Malus sebagai sistem dalam 
penentuan premi pada perusahaan asuransi mobil. Apabila 
sistem Bonus Malus ini diterapkan oleh perusahaan asuransi 
mobil yang ada di Indonesia, dengan menggunakan data 





perusahaan asuransi mobil. Data persentase premi yang telah 
diperoleh melalui website resmi dari salah satu perusahaan 
asuransi mobil di Indonesia, menunjukkan bahwa adanya 
perbedaan yang cukup besar pada persentase harga premi yang 
diterapkan sebelumnya pada sistem Bonus Malus Hongkong 
dan Taiwan. Selain itu, banyaknya klaim yang diajukan dalam 
penentuan sistem Bonus Malus di Indonesia yaitu dengan 
melakukan generate random number Poisson pada Matlab 
sesuai dengan perpindahan level yang disediakan. Data yang 
diperoleh, menunjukkan adanya 6 level persentase premi pada 
asuransi mobil yang akan diterapkan pada sistem Bonus Malus 
Indonesia dengan aturan transisi yang ditunjukkan pada Tabel 
(4.3) [12]. 
 
Tabel 4.3 Neraca Premi (%) Sistem Bonus Malus Indonesia 
Level ( 𝑙𝑖 ) Premi (𝑟𝑙𝑖) 
Level premi setelah 
banyak klaim 
0 1 ≥2 
6 3,25 5 3 6 
5 2,75 5 1 4 
4 2,00 2 1 6 
3 1,75 4 2 1 
2 1,50 5 6 1 
1 1,25 2 2 1 
 
Data Tabel (4.3) menunjukkan bahwa : 
1. Terdapat 6 level premi pada sistem Bonus Malus 
Indonesia mulai dari level 1,2,… ,6. Bisa dikatakan bahwa 
level 1 adalah  level superbonus dan level 6 adalah level 
supermalus.  
2. Level pembayaran premi dengan 𝑟𝑙𝑖 = (𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟6) 




3. Setiap pemegang polis yang baru masuk pada sistem akan 
ditempatkan pada level 6 dengan pembayaran premi dasar 
(3,25%) untuk tahun pertama atau periode pertama.  
4. Pada sistem Bonus Malus ini, apabila ditahun sebelumnya 
seorang pemegang polis tidak mengajukan klaim, maka 
akan terjadi penurunan level sebanyak satu untuk periode 
selanjutnya.  
5. Apabila seorang pemegang polis melakukan kecelakaan 
dan mengajukan klaim di periode saat ini maka akan ada 
kenaikan level premi di periode selanjutnya. 
 
Sama halnya dengan penentuan efisiensi sistem Bonus 
Malus Hongkong dan Taiwan, diperoleh efisiensi sistem 
Bonus Malus Indonesia pada Gambar (4.2). 
Gambar 4.2 Grafik nilai efisiensi sistem Bonus Malus 
Indonesia 
 Grafik menunjukkan bahwa sistem Bonus Malus 
Indonesia memiliki nilai efisiensi yang lebih rendah 
dibandingkan dengan sistem Bonus Malus Hongkong dan 
Taiwan. Efisiensi maksimum berada pada rata-rata frekuensi 





0.123973325191797. Selanjutnya pada 𝜗 > 0,21, grafik 
efisiensi mengalami penurunan yang tajam terhadap rata-rata 
frekuensi klaim yang mengakibatkan munculnya nilai negatif 
pada efisiensi saat 𝜗 ≥ 0,82. Rendahnya persentase premi di 
tiap level menyebabkan rendahnya nilai efisiensi sistem Bonus 
Malus yang diterapkan di Indonesia. Selain itu, hasil yang 
menunjukkan adanya nilai negatif pada efisiensi sistem Bonus 
Malus di Indonesia menyebabkan suatu kerugian  bagi 
perusahaan asuransi mobil yang menjalankan sistem ini. 
Namun demikian, sistem Bonus Malus yang diterapkan di 
Indonesia memberi suatu keuntungan bagi pemegang polis 
yang mengasuransikan mobilnya ke perusahaan asuransi 
mobil. Hal ini membuat suatu sistem tidak seimbang untuk 
kedua belah pihak. Dengan demikian, hasil analisis mengenai 
sistem Bonus Malus yang diterapkan oleh perusahaan asuransi 
mobil yang ada di Indonesia belumlah memenuhi efisiensi dari 
kedua belah pihak yang terlibat yaitu dari perusahaan asuransi 













KESIMPULAN DAN SARAN 
 
5.1  Kesimpulan 
Berdasarkan analisis dan pembahasan yang telah 
disajikan dalam bab sebelumnya, dapat disimpulkan bahwa : 
1. Efisiensi sistem Bonus Malus Hongkong mengalami 
kenaikan yang tajam mulai dari 𝜗 = 0 sampai dengan 
𝜗 = 0,33. Pada 𝜗 > 0,33 efisiensi mengalami penurunan 
dan maksimum efisiensi berada pada 𝜗 = 0,33. 
2. Efisiensi sistem Bonus Malus Taiwan mengalami 
kenaikan mulai dari 𝜗 = 0 sampai dengan 𝜗 = 0,50. Pada 
𝜗 > 0,50 efisiensi mengalami penurunan sedikit demi 
sedikit dan maksimum efisiensi berada pada 𝜗 = 0,50. 
3. Efisiensi sistem Bonus Malus Indonesia mengalami 
kenaikan pada 𝜗 = 0 sampai dengan 𝜗 = 0,21. Pada 𝜗 >
0,21, efisiensi mengalami penurunan yang tajam hingga 
menghasilkan efisiensi bernilai negatif pada 𝜗 ≥ 0,82. 
 Sistem Bonus Malus yang diterapkan di negara 
Hongkong dan Taiwan memiliki nilai efisiensi yang berbeda 
akibat adanya perubahan  rata-rata frekuensi klaim dan rata-
rata premi stasioner. Pada rata-rata frekuensi klaim tertentu 
yang sama, sistem Bonus Malus Hongkong memiliki nilai 
efisiensi yang lebih tinggi daripada sistem Bonus Malus 
Taiwan. Tingginya nilai efisiensi dari sistem Bonus Malus 
Hongkong ini menandakan sistem semakin ideal dari sudut 
pandang  perusahaan asuransi mobil. Sebaliknya jika diperoleh 
nilai efisiensi Hongkong yang lebih rendah, menandakan 
sistem Bonus Malus semakin ideal dari sudut pandang 
pemegang polis.  
Jika perusahaan asuransi di Indonesia menerapkan 
sistem Bonus Malus dengan persentase premi yang relatif 
rendah dibandingkan dengan sistem Bonus Malus yang telah 
ada di negara Hongkong dan Taiwan, mengakibatkan 
munculnya nilai negatif pada efisiensi dengan rata-rata 
48 
frekuensi klaim yang tinggi. Hal ini menunjukkan bahwa  
penentuan batas level terendah  persentase premi dalam sistem 
Bonus Malus sangatlah penting sehingga menghasilkan suatu 
nilai efisiensi yang seimbang. Nilai efisiensi yang seimbang 
menunjukkan tidak adanya pihak yang dirugikan dalam 
penerapan sistem Bonus Malus. 
 
5.2  Saran 
Adapun saran untuk penelitian selanjutnya dapat 
diperoleh suatu efisiensi sistem Bonus Malus dengan 
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BMS Hongkong BMS Taiwan 
0,00 0 0 
0.01 0.008439029179262 0.020156413745948 
0.02 0.018725110071406 0.038728959536381 
0.03 0.030784807842816 0.055859504168237 
0.04 0.044510095903650  0.071674359847353 
0.05 0.059761008422884 0.086286343472637 
0.06 0.076369400504373 0.099796517241016 
0.07 0.094143629060690 0.112295666671122 
0.08 0.112873918656785 0.123865561134486 
0.09 0.132338146677041 0.134580033346177  
0.10 0.152307772667932 0.144505907447688 
0.11 0.172553646977176 0.153703799898078 
0.12  0.192851461261078 0.162228813061622 
0.13 0.212986644050865 0.170131137903600 
0.14 0.232758553559765 0.177456579398266 
0.15 0.251983872347837  0.184247015974557 
0.16 0.270499159844432 0.190540802467046 
0.17 0.288162565398224 0.196373124517692 
0.18 0.304854743882444 0.201776311121796 
0.19 0.320479046439808 0.206780110977104 
0.20 0.334961080241962 0.211411937437046 
0.21 0.348247743536084 0.215697086154681 










BMS Hongkong BMS Taiwan 
0.23 0.371120428304901 0.223319086588613 
0.24 0.380692866938780  0.226697583942475  
0.25 0.389038881302204 0.229812988240015 
0.26 0.396186495477455 0.232682533821453 
0.27 0.402174034998270  0.235322234151658 
0.28 0.407048204593570 0.237746982828789 
0.29 0.410862285957817 0.239970644796885 
0.30 0.413674482212884 0.242006138854083 
0.31 0.415546425571054 0.243865512411203 
0.32 0.416541856166829 0.245560009337501 
0.33 0.416725473097774 0.247100131628629  
0.34 0.416161953315269  0.248495695543766  
0.35 0.414915129992432 0.249755882782525 
0.36 0.413047319194118 0.250889287205859 
0.37 0.410618781896040 0.251903957547410 
0.38 0.407687307461515 0.252807436511249 
0.39 0.404307904411191 0.253606796607869  
0.40 0.400532584556566  0.254308673041590  
0.41 0.396410227175558 0.254919293928617 
0.42 0.391986510772528 0.255444508095089 
0.43 0.387303900991084 0.255889810678182 
0.44 0.382401684360211 0.256260366730073 
0.45 0.377316038694024 0.256561033004035 
0.46 0.372080132089049 0.256796378083741  









BMS Hongkong BMS Taiwan 
0.48 0.361275899193484 0.257088048470556  
0.49 0.355760019214725 0.257152230865634   
0.50 0.350199071018136 0.257166837030946 
0.51 0.344613225434592 0.257135248039194  
0.52 0.339020512984399 0.257060649972446 
0.53 0.333436978027248 0.256946045809446 
0.54 0.327876829044331 0.256794266490388 
0.55 0.322352583728613 0.256607981224449 
0.56 0.316875207913250 0.256389707099484 
0.57 0.311454247663530 0.256141818048024 
0.58 0.306097954101479  0.255866553218948 
0.59 0.300813400730941 0.255566024799896 
0.60 0.295606593190815 0.255242225331641 
0.61 0.290482571490619 0.254897034552105 
0.62 0.285445504880905 0.254532225804550 
0.63 0.280498779585584 0.254149472041594 
0.64 0.275645079678063 0.253750351454100  
0.65 0.270886461421543 0.253336352751611 
0.66 0.266224421418975 0.252908880118859 
0.67 0.261659958932492  0.252469257870919  
0.68 0.257193632737895 0.252018734827790 
0.69 0.252825612878674 0.251558488427568 
0.70 0.248555727677784 0.251089628595882 










BMS Hongkong BMS Taiwan 
0.72 0.240308217585410 0.250130192418122 
0.73 0.236328904316266  0.249641530091509 
0.74 0.232444415149102 0.249148088649524 
0.75 0.228653432568877 0.248650691042388 
0.76 0.224954498290478 0.248150111639023 
0.77 0.221346035972129 0.247647078784850 
0.78 0.217826371528762 0.247142277217002  
0.79 0.214393751261387 0.246636350345824 
0.80 0.211046358002260 0.246129902410907 
0.81 0.207782325460059 0.245623500519335 
0.82 0.204599750934602 0.245117676573283 
0.83 0.201496706556712 0.244612929093618 
0.84 0.198471249195797 0.244109724945721 
0.85 0.195521429165573 0.243608500973299 
0.86 0.192645297846961 0.243109665545604 
0.87 0.189840914336747 0.242613600023089 
0.88 0.187106351220802 0.242120660146230   
0.89 0.184439699561742 0.241631177351920 
0.90 0.181839073182610 0.241145460021544 
0.91 0.179302612320601  0.240663794664624  
0.92 0.176828486717894 0.240186447041629 
0.93 0.174414898210287 0.239713663229348 
0.94 0.172060082868514  0.239245670632014 
0.95 0.169762312741830 0.238782678941143 










BMS Hongkong BMS Taiwan 
0.97 0.165331184254221 0.237872453903673  
0.98 0.163194560872777 0.237425559352138 
0.99 0.161108454025014 0.236984344900461 































Tabel Efisiensi Sistem Bonus Malus Indonesia 
 





0,04  0.060130475584675 
0,05 0.070384321755738 
0,06 0.079241963097639 
0,07  0.086888208265463 
0,08 0.093478757632482 
0,09 0.099145527712771 
0,10 0.104000872685038   
0,11 0.108140956641901 
0,12 0.111648466327270 
0,13  0.114594807681513   
0,14 0.117041895389221 
0,15 0.119043619308323 
0,16 0.120647052708568  
0,17 0.121893452941298 
0,18 0.122819094276755 
0,19  0.123455964300037 
0,20  0.123832348814189 





Lampiran 2 (Lanjutan) 





0,28 0.119968751633556  
0,29 0.118857480664926 
0,30 0.117644481801141 







0,38  0.105131518395541 
0,39 0.103297561987520 
0,40 0.101417304580914 












Lampiran 2 (Lanjutan) 
Frekuensi Klaim Efisiensi Loimaranta BMS Indonesia 
0,48 0.085020438712821 
0,49  0.082830959391251  
0,50  0.080615246144968 
0,51 0.078374343241352 
0,52  0.076109175433785 






















Lampiran 2 (Lanjutan) 
Frekuensi Klaim Efisiensi Loimaranta BMS Indonesia 
0,72 0.026414908553273 
0,73  0.023722252213380 
0,74 0.021009507415370 
0,75 0.018276532666567 





0,81  0.001445306447099 
0,82 -0.001433589894284 
0,83  -0.004333952566798 

















Lampiran 2 (Lanjutan) 




























































Listing Program Untuk Memperoleh Efisiensi Sistem 









    %HONGKONG 
    case 1 
        cc=zeros(6); 
        aa=zeros(6); 
        dd=0; 
        a=0; 
        for i=1:3 
            A=xlsread('HKG.xlsx',i); 
            c=t^a; 
            b=factorial(a); 
            bb=(c*exp(-t)/b)*A; 
            aa=aa+bb; 
            a=a+1; 
        end 
         HKG=aa; 
           for i=1:6 
            for j=1:6 
         
                        if j~=6 
                        qqq=dd+aa(i,j); 
                     
                         dd=qqq; 
                        end 
                        if j==6 
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Lampiran 4 (Lanjutan) 
 
                    aa(i,j)=1-qqq; 
                        end 
            end 
             
            dd=0; 
        end 
        aa; 
        Matriks_Probabilitas_Hongkong=aa 
    %TAIWAN 
    case 2 
        bb=zeros(9); 
        cc=zeros(9); 
        dd=0; 
        a=0; 
         
        for i=1:6 
            B=xlsread('TAI.xlsx',i); 
            y=t^a; 
            x=factorial(a); 
            h=(y*exp(-t)/x).*B; 
            bb=bb+h; 
            a=a+1; 
        end 
        TAI=bb; 
        for i=1:9 
            for j=1:9 
                
                        if j~=9 
                        qqq=dd+bb(i,j); 
                     
                         dd=qqq; 
                        end 
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                   bb(i,j)=1-qqq; 
                        end 
            end 
            dd=0; 
        end 
end 
%TAIWAN 





syms a b c d e f g h i 



























    if EfisiensiBMSTaiwan(i)==c 
        
 MaxEfisiensiBMSTaiwan=EfisiensiBMSTaiwan(i) 
        frekuensi=theta(i) 











syms a b c d e f  































    if EfisiensiBMSHongkong(i)==c 
        MaxEfisiensiBMSHongkong=EfisiensiBMSHongkong(i) 
        frekuensi=theta(i) 
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